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Аннотация: Построены решетчатые разбиения плоскости на полимино для N от 
3 до 12, где N – порядок упаковочного пространства. Получено 5191 симметриче-
ски независимое решетчатое разбиение плоскости с одним полимино в приведен-
ной (примитивной) ячейке, среди которых 122 варианта относятся к структурному 
классу cm, Z = 2(m), элементарная ячейка прямоугольная конвенциональная (цен-
трированная). Выявлены цепочечные разбиения плоскости, для которых указаны 
как структурный класс, так и структурный подкласс. Результаты анализа решет-
чатых разбиений плоскости на полимино иллюстрируются примерами реальных 
молекулярных слоев в кристаллических структурах.
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Abstract. Lattice partitions of a plane into polyominoes were constructed for 
N from 3 to 12, where N is the order of the packing space. We obtained 5191 
symmetric independent lattice partitions of a plane with one polyomino in a 
reduced (primitive) cell, among which 122 variants belong to the structural class 
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Метод дискретного моделирования упаков-
ки молекул, предложенный авторами [1], мо-
жет быть использован не только для генерации 
структур молекулярных кристаллов [2–8], но и 
для генерации правильных (в том числе решет-
чатых) разбиений плоскости на полимино.

Между молекулярными слоями в кристалли-
ческих структурах и правильными разбиениями 
плоскости много общего: все они описываются 
решеткой трансляций с указанием параметров 
элементарной ячейки, плоской группы симме-
трии и структурного класса (СК) по Зоркому 
и Бельскому [9]. В то же время, по ряду пара-
метров они отличаются друг от друга. Одно из 
основных различий состоит в том, что коэффи-
циент упаковки плоских фигур полимино (или 
в трехмерном варианте поликубов) по определе-
нию составляет 100%, в то время как упаковка 
участков пространства, ограниченных молеку-
лярными поверхностями Хиршфельда, не пре-
вышает ~95% [10], а в случае поверхностей ван-
дер-ваальсовых сфер – 65–80% [11]. Еще одной 
моделью упаковки, разбивающей пространство 
без зазоров, являются молекулярные полиэдры 
Вороного–Дирихле [12].

Систематическое изучение полимино имеет 
следующие преимущества. Во-первых, мы мо-
жем изучать и описывать только те молекуляр-
ные слои, которые существуют в кристалличе-
ских структурах, уже помещенных в Кембридж-
ский банк структурных данных (CSD [13]), в ре-
зультате чего возникают проблемы с изучением 
молекулярных слоев, которые относятся к ред-
ким СК, так как получаются слишком малочис-
ленные выборки. У разбиений плоскости на по-
лимино этот недостаток отсутствует. Число не-

обходимых для анализа разбиений плоскости на 
полимино всегда можно увеличить, повышая по-
рядок упаковочного пространства [1], т.е. увели-
чивая число клеток получаемого полимино. Во-
вторых, в правильных разбиениях плоскости на 
полимино могут существовать такие закономер-
ности, которые пока еще не обнаружены в реаль-
ных молекулярных слоях. Фрагменты молеку-
лярных слоев, обнаруженные в кристаллической 
структуре, могут быть в дальнейшем использо-
ваны для моделирования строения жидкостей, 
как это было сделано для моноэтаноламина [14, 
15], поэтому поиск указанных закономерностей 
представляет собой актуальную задачу.

В настоящей статье рассматриваются ре-
шетчатые разбиения плоскости на полимино, 
которые относятся к редкому СК cm, Z = 2(m) 
(рис. 1, а). Этот СК чрезвычайно распростра-
нен в текстильном деле как СК геометриче-
ских фигур на классическом дамасском узоре 
[16] (рис. 1, б). Решетчатыми называются та-
кие разбиения плоскости, в которых любое по-
лимино в разбиении можно получить из любого 
другого полимино исключительно только парал-
лельным переносом. Результаты анализа разбие-
ний плоскости иллюстрируются примерами ре-
альных молекулярных слоев в кристаллических 
структурах. 

Методы исследования

Генерация разбиений. Для генерации ре-
шетчатых разбиений плоскости на полимино 
мы воспользовались алгоритмом, который был 
предложен А.В. Малеевым [17, 18]. К досто-
инствам этого алгоритма следует отнести тот 
факт, что для генерации решетчатых разбиений 

cm, Z = 2(m), with the elementary conventional cell being rectangular (centered). 
Chain partitions of planes have been derived, for which both structural class and 
structural subclass were identified. The results of the analysis of lattice partitions 
of a plane into polyominoes were illustrated with examples of real molecular layers 
in crystal structures.
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плоскости на полимино не надо знать форму 
полимино, достаточно знать только его площадь. 
Действительно, выбор подрешетки квадратной 
решетки трансляций (первый этап алгоритма) 
задает элементарную ячейку (не обязательно 

Рис. 1. Схема структурного класса cm, Z = 2(m) с опорным контак-
том (а) и реконструированный фрагмент шелковой ткани с дамас-

ским узором XVIII в. [16] с нанесенными элементами 
симметрии (б)

приведенную) решетки трансляций будущего 
разбиения плоскости на полимино с заданным 
числом клеток (ячеек исходной квадратной ре-
шетки трансляций). Анализ N-значного чис-
ла в четверичной системе счисления с учетом 
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выбранной подрешетки квадратной решетки 
трансляций (второй этап алгоритма), формиру-
ет границы между полимино [17]. В результате 
получается каталог решетчатых разбиений пло-
скости на полимино заданной площади. Каждое 
разбиение в этом каталоге имеет свой номер, код 
подрешетки и код разбиения. Этой информации 
достаточно для того, чтобы визуализировать по-
лученные разбиения плоскости, т.е. получить 
атлас решетчатых разбиений плоскости на поли-
мино заданной площади.

Разбиение плоскости на полимино позволя-
ет указать, во-первых, тип двумерной решетки 
трансляций этого разбиения (косоугольная, пря-
моугольная примитивная, прямоугольная центри-
рованная, квадратная) и параметры приведенной 
элементарной ячейки этой решетки трансляций, а 
во-вторых, плоскую группу симметрии получен-
ного решетчатого разбиения плоскости и его СК. 

Поиск примеров. Поиск примеров моле-
кулярных слоев, которые соответствуют СК 
cm,  Z = 2(m), проводили с использованием Кем-
бриджского банка данных (CSD) версии 5.43 с 
обновлениями по ноябрь 2022 г. При параллель-
ном наложении слоев этого класса с сохранением 
их кристаллографической симметрии возникает 
структура, относящаяся к трехмерному СК Cm, 
Z = 2(m). Среди тех минимальных надрупп груп-
пы Cm, для которых она является t-подгруппой 
индекса 2 (см. Кристаллографический сервер 
Бильбао [19]), есть только три, в которых могут 
быть реализованы слои с точной (кристаллогра-
фической) симметрией cm: C2/m, Amm2 и Aem2. 
При большем индексе подгруппы слои уже либо 
не укладываются параллельно друг другу, а вза-
имопроникают, либо приобретают дополнитель-
ные к cm элементы симметрии. На указанные 
трехмерные СК в сумме приходится ~0,065% 
структур CSD (табл. 1).

Т а б л и ц а  1

Трехмерные СК с возможными слоями класса cm, Z = 2(m)

СК Координаты слоя Число структур в выборке 
CSD* % 

Cm, Z = 2(m) (x, y, 0) 64 0,016

C2/m, Z = 4(m) (x, y, 1/4) 184 0,045

Amm2, Z = 4(m) (1/4, y, z) – –

Aem2, Z = 4(m) (1/4, y, z) 18 0,004

*408 826 структур [20].

Анализ поверхностей Хиршфельда. Поверх-
ности Хиршфельда для анализа интегральных 
характеристик межмолекулярных контактов 
строились только для молекулярных кристаллов 
в программе CrystalExplorer [10] при значении 
весовой функции w(r) = 0,5:
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где ρA – сферически усредненная электронная 
плотность вблизи ядра A. Молекулярная весо-
вая функция w(r) разделяет кристаллическое 
пространство на области, в которых суммарная 
электронная плотность отдельных сферических 
атомов молекулы (так называемой промолеку-
лы) составляет значительную часть (w(r) ≥  0,5) 
от суммарной электронной плотностью всех 
сферических атомов кристалла (прокристалла) в 
этой точке пространства. 

Энергия межмолекулярного взаимодей-
ствия. Расчет энергии межмолекулярного вза-
имодействия U и энергии кристалла UΣ прово-
дили по стандартной методике в атом-атомном 
приближении с использованием потенциала 
6-exp с параметрами Filippini–Gavezzotti (по-
тенциал UNI) [21]. Энергию кристалла оцени-
вали по 200 молекулам, наиболее близким к 
исходной. 

Результаты и обсуждение 

Общая статистика. Генерация решетча-
тых разбиений плоскости на полимино вы-
полнена по алгоритму [17].  Всего получено 
5191 симметрически независимое решетчатое 
разбиение для N от 3 до 12, где N – порядок 
упаковочного пространства. Для решетчатых 
разбиений плоскости порядок упаковочного про-
странства численно совпадает с числом клеток 
в полимино, которые получаются в результате 
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использования алгоритма [17]. Распределение 
полученных решетчатых разбиений с одним 
полимино в приведенной (примитивной) ячей-
ке по СК и по площади полимино приведено 
в табл. 2. Больше всего разбиений (4205) от-
носится к СК p1, Z = 1(1). Для полимино это 
вполне ожидаемый результат. Дело в том, что 
при малом числе клеток в полимино число 
асимметричных полимино соизмеримо с чис-
лом центрально симметричных и зеркально 
симметричных полимино. При увеличении 
площади полимино число их асимметричных 
вариантов возрастает гораздо быстрее, чем 
число симметричных вариантов.

Вклад решетчатых разбиений плоскости, ко-
торые относятся к СК cm, Z = 2(m) (элементар-
ная ячейка прямоугольная конвенциональная 
(центрированная)), в общее число решетчатых 
разбиений плоскости на полимино существен-
но уменьшается по мере роста площади по-
лимино. Для N = 12 существуют 62 варианта 
решетчатых разбиений на полимино при их 
общем количестве 3205, т.е. менее 2%. Для N = 
20 таких разбиений уже 705, но они составляют 
всего лишь 0,1% от общего числа разбиений. 
Следовательно, этот СК действительно являет-
ся  редким не только для молекулярных слоев, 
но и для решетчатых разбиений плоскости на 
полимино.

В настоящей работе для анализа решетчатых 
разбиений, которые относятся к СК cm, Z = 2(m), 
мы ограничились исследованием 122 вариантов 

таких разбиений (табл. 2). Рассмотрим первую 
координационную сферу полимино в этих ре-
шетчатых разбиениях плоскости. Будем счи-
тать полимино соседними, если между ними 
имеется ненулевая граница раздела (не менее 
одного ребра исходной квадратной решетки 
трансляций). Если два полимино касаются друг 
друга только в одной точке, то они не считаются 
соседними. Тогда для 119 вариантов разбиений 
координационное число (КЧ) будет равно 6, а для 
оставшихся трех вариантов КЧ = 4. С точки зре-
ния ретикулярной химии [22], порядок связыва-
ния между полимино в первом случае отвечает 
простой квадратной сетке (sql), во втором слу-
чае – плотнейшему шаровому слою (hxl). Если 
фигуры, касающиеся лишь одной точкой, тоже 
считались бы попадающими в координацион-
ную сферу друг друга, то следовало бы считать 
КЧ = 8, что по классификации базы данных 
TopCryst [23] отвечает сети топологического 
типа (4,4)IV (рис. 2). В отсутствие коротких 
ребер (единственного опорного контакта) сеть 
(4,4)IV распадается на две сети sql, построен-
ных на двух системах длинных ребер. 

Рассмотрим сначала вариант разбиения, для 
которого КЧ = 4 (рис. 3). Эти четыре контакта  
симметрически эквивалентны друг другу. Со-
гласно классификации, предложенной в [24], 
cm, Z = 2(m) относится к числу двумерных СК 
с единственным опорным контактом. Это оз-
начает, что и молекулярные слои, и решетча-
тые разбиения плоскости на полимино могут 

Т а б л и ц а  2

Распределение решетчатых разбиений плоскости на полимино (3–12 клеток) по СК

СК

Число клеток в полимино

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Число разбиений Всего

p1,  Z = 1(1) 0 1 4 16 29 94 193 480 708 2680 4205

p2,  Z = 1(2) 1 4 4 19 14 56 47 132 90 443 810

p4,  Z = 1(4) 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 2

pm, Z = 1(m) 0 0 0 1 0 1 2 4 0 9 17

cm, Z = 2(m) 1 1 2 3 4 12 9 12 16 62 122

p2mm, Z = 1(2mm) 1 1 1 2 1 2 1 2 1 3 15

c2mm, Z = 2(2mm) 0 2 0 2 0 5 0 2 0 8 19

p4mm, Z = 1(4mm) 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Число разбиений 3 10 12 43 48 171 252 632 815 3205 5191
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реализоваться в СК cm, Z = 2(m) при наличии 
только одного симметрически независимого 
контакта между структурными единицами рас-
сматриваемого объекта. В других контактах ни-
какой необходимости нет.

В то же время для большинства исследован-
ных нами разбиений плоскости КЧ = 6 (рис. 4). 
Следовательно, наряду с единственным четы-
рехкратным опорным контактом в этих разбие-
ниях присутствует еще один двукратный контакт 
между полимино. Этот контакт отвечает вектору 
трансляции, который не входит ни в одно мини-
мальное порождающее подмножество элементов 
группы cm [25], поэтому является для структуры 
избыточным. На примере 4249 структур самого 
распространенного в органических кристаллах 
трехмерного СК P21/c, Z = 4(1) было показано, 
что по мере увеличения числа независимых из-

быточных контактов доля структур, в которых 
есть избыточные контакты, уменьшается [26]. 
Какова же роль избыточного контакта в разбие-
ниях плоскости на полимино и в молекулярных 
слоях? Рассмотрим длины границ раздела меж-
ду базисным полимино и шестью полимино его 
первой координационной сферы. Сравним сум-
марную границу раздела, которая отвечает че-
тырехкратному контакту, с суммарной границей 
раздела, которая отвечает двукратному контак-
ту. Примерно в половине исследованных нами 
разбиений плоскости первая суммарная грани-
ца раздела либо равна второй (рис. 4, а), либо 
существенно ее превышает (рис. 4, б). В другой 
половине разбиений вторая суммарная граница 
раздела либо больше первой, либо существенно 
ее превышает (рис. 4, в, г). Анализируя рис. 4, 
можно сделать вывод, что разбиения плоскости, 

Рис. 2. Фрагменты простой квадратной сетки (sql), сетки плотнейшего шарового слоя (hxl) и сетки 
(4,4)IV

Рис. 3. Разбиение плоскости на октамино класса cm, Z = 2(m) с един-
ственным независимым контактом между фигурами
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Рис. 4. Примеры три- (а), тетра- (б), пента- (в) и гексамино (г) класса cm, 
Z = 2(m)

фрагменты которых представлены на рис. 4, в, г 
следует отнести к цепочечным разбиениям пло-
скости. Следовательно, анализ избыточных кон-
тактов в этом случае необходим для выявления 
цепей. Каждая цепь состоит из полимино, ко-
торые связаны между собой трансляцией вдоль 
плоскости зеркального отражения. В кристал-
лографии такие объекты называются «бордю-
рами» [27] и описываются группой симметрии 
бордюра G1

2. В работе [28] примерно такие же 
цепи, но уже в молекулярных слоях предлагает-
ся называть «beads» («бусы») и обозначать сим-
волом Bs, указывая на то, что «цепи – результат 
стремления молекул образовать два эквива-
лентных выгодных контакта». Следовательно, 
для разбиений плоскости, которые представ-
лены на рис. 4, в, г, необходимо указывать не 
только СК, но и структурный подкласс (СПК). 
В этом случае, если придерживаться номенкла-
туры, предложенной в [28], получится СПК Bs, 
Z = 1(m) ↑↑ cm, Z = 2(m). Символ (↑↑) означает 
параллельное наложение молекулярных цепей 

Bs, Z =1(m), формирующее молекулярный слой 
cm, Z = 2(m).

Анализ полученных цепочечных разбиений 
плоскости позволяет сделать вывод о том, что 
полимино в этих разбиениях имеют специфи-
ческую форму. Первый вариант специфической 
формы можно назвать «серповидной формой». 
Такая форма позволяет одному полимино почти 
полностью «обхватить» с одной стороны сосед-
нее полимино. Пример такого разбиения пред-
ставлен на рис. 4, в. Второй вариант специфи-
ческой формы связан с наличием «двусторонних 
захватов», в которых одно полимино с двух сто-
рон захватывает фрагмент соседнего полимино. 
Пример такого разбиения плоскости представ-
лен на рис. 4, г.

Примеры молекулярных слоев. Фрагмент 
молекулярного слоя в кристаллической струк-
туре 2,6-диэтинилпиридина [29] (CSD-рефкод 
IDUWEJ) показан на рис. 5, а. Если молеку-
лу аппроксимировать тримино, то суммарная 
граница для единственного (четырехкратного) 
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Рис. 5. Молекулярные слои (001) в структуре 2,6-диэтинилпириди-
на: аппроксимация полимино (а) и поверхности Хиршфельда с ESP                       

от –0,07 до +0,07 a.u. (б)

опорного контакта будет равна суммарной гра-
нице двукратного избыточного контакта, что 
косвенно свидетельствует о примерно равной 
значимости этих контактов для формирования 
структуры. Опорный контакт стабилизирован 
укороченными взаимодействиями C(sp)–H∙∙∙π, 
в то время как избыточный контакт – взаимо-
действиями C(sp2)–H∙∙∙N (оба упоминаются 
в оригинальной работе [29]). В идеализиро-
ванном разбиении данного типа соотношение 
параметров конвенциональной ячейки слоя 
должно составлять 3/1 = 3, в то же время в 
структуре IDUWEJ b/a ≈ 2,82, так что полими-
но ромбически искажено. 

На опорный контакт с учетом его кратности 
приходится 42,8 Å2 поверхности Хиршфельда 
(рис. 5, б), а на избыточный контакт – 38,8 Å2. Эти 
значения сопоставимы. Впрочем, потенциальная 
энергия опорного контакта –3,1 кДж/моль даже 
с учетом кратности несколько меньше энергии 
избыточного контакта (–10,1 кДж/моль). Элек-
тростатический потенциал (ESP) молекулы, 

рассчитанный методом B3LYP/6-31G(d,p) и 
показанный (рис. 5, б) на поверхности Хирш-
фельда, свидетельствует о комплементарности 
участков ESP < 0 и ESP > 0 поверхности со-
седних молекул, как это обычно и происходит 
в молекулярных кристаллах [30] и для опорно-
го, и для избыточного контактов.

В кристаллической структуре 2-метил-4-
(8-(2-метил-1,3-тиазол-4-ил)пирен-1-ил)-1,3-
тиазола [31] (рефкод UQUFUJ) выделяются 
сильные π∙∙∙π-взаимодействия пиреновых фраг-
ментов, благодаря которым основным моле-
кулярным агломератом в структуре являются 
не слои, а стопки молекул, трансляционно 
связанных вектором c группы Cm. Соответству-
ющий контакт имеет энергию –124,7 кДж/моль, 
хотя, по данным [32], потенциал UNI пере-
оценивает энергию π∙∙∙π-взаимодействий и не-
дооценивает вклад кулоновских сил. В плос-
кости (001) можно выделить вторичный мо-
лекулярный агломерат в виде слоя, относяще-
гося к СК cm, Z = 2(m), фрагмент которого 
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показан на рис. 6, а. Если форму молекулы 
аппроксимировать гексамино (шесть клеток), 
то суммарная граница для единственного 
(четырехкратного) опорного контакта будет 
равна 4, в то время как суммарная граница 
двукратного избыточного контакта равна 10, 
т.е. больше. Следовательно, в этой кристал-
лической структуре могут существовать вто-
ричные молекулярные цепи («бусы»). В иде-
ализированном разбиении этого типа соотно-
шение параметров конвенциональной ячейки 
слоя должно составлять 6/2 = 3, в то время 
как в структуре UQUFUJ b/a ≈ 3,32, так что 
полимино прямоугольно искажено. Энергии 
опорного и избыточного контакта  различа-

ются. Для опорного контакта энергия равна 
–12,5 кДж/моль, а для избыточного контакта 
этот показатель составляет –25,1 кДж/моль. 
Получается, что в кристаллической структу-
ре (UQUFUJ) вторичные молекулярные цепи 
Bs действительно существуют. Поэтому кро-
ме СК можно указать СПК Bs, Z = 1(m) ↑↑ cm, 
Z = 2(m).

Фрагмент молекулярного слоя в кристал-
лической структуре 1-(1-(транс-4-изопропил-
циклогексил)пиперидин-4-ил)индолин-2-она 
[33] (рефкод  EVIKUP) показан на рис. 6, б. 
Молекулы имеют вытянутую форму, и длинные 
гидрофобные фрагменты способствуют парал-
лельной укладке молекул в слой класса cm,           

Рис. 6. Молекулярные слои (001) в структурах UQUFUJ (а) и EVIKUP (б), 
аппроксимированные полимино
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Z = 2(m). Проекции молекул на плоскость 
(001) аппроксимируются октамино с замет-
ным прямоугольным искажением. 

Действительно, в идеализированном раз-
биении этого типа соотношение параметров 
конвенциональной ячейки слоя должно со-
ставлять 4/4 = 1, в то время как в структуре 
EVIKUP a/b ≈ 1,17. Cуммарная длина грани-
цы, отвечающая опорному контакту, равна 12, 
а длина границы для избыточного контакта 
равна двум. Однако энергия опорного контак-
та (–57,8 кДж/моль) превышает энергию из-
быточного контакта (–10,4 кДж/моль) с уче-
том кратности контакта не в шесть, а более 
чем в одиннадцать раз, что обусловлено зна-
чительными размерами площади соприкосно-
вения длинных молекул вне плоскости (001). 
Примечательно, что молекулы, связанные 
трансляцией b и разделенные в слое узким 
фрагментом полимино из двух клеток, взаи-
модействуют сильнее, чем молекулы в избы-
точном контакте (–18,3 кДж/моль). Благодаря 
этим, а также другим внутрислоевым взаимо-
действиям молекул, не входящих в первую ко-
ординационную сферу друг друга, суммарно 

на слой приходится ~150 кДж/моль, что со-
ставляет около 90% от UΣ = –177,6 кДж/моль.

Выводы 

1. Обнаружены такие решетчатые разбиения 
плоскости на полимино, в которых все опорные 
контакты между полимино симметрично экви-
валентны (единственный опорный контакт).

2. В молекулярных слоях, которые относятся к 
СК cm, Z = 2(m), могут существовать молекулярные 
цепи вида Bs, Z = 1(m). Параллельное наложение 
цепей со сдвигом на половину трансляции вдоль 
зеркальной плоскости симметрии цепи образует 
молекулярный слой. 

3. Анализ решетчатых разбиений плоскости 
на полимино указывает на возможность суще-
ствования молекул серповидной формы, которые 
способны формировать молекулярные цепи, а так-
же молекул, которые способны формировать дву-
сторонние захваты в кристаллических структурах.  

4. Аппроксимация молекул полимино по-
зволяет экспрессно оценивать относительный 
вклад опорных контактов в энергию слоя. Чем 
меньше в молекулярном слое специфических 
взаимодействий, тем точнее оценка.
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